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Zagadnienie brzegowe mechaniki ciała stałego

brzeg 𝛤
obszar 𝛺

𝑥 𝑦

𝑧

brzeg 𝛤𝑝

1 × 3

obciążenie powierzchniowe

𝑝 = 𝑝𝑥, 𝑝𝑦, 𝑝𝑧

brzeg 𝛤𝑢 (u = u0)

siły masowe

𝑋 = 𝑋, 𝑌, 𝑍 =  𝑎𝑥, 𝑎𝑦, 𝑎𝑧
1 × 3

składowe 
przyspieszenia

𝛺𝑒

NOE – l. elementów
NON – l. węzłów

Model MES

Element skończony o n - węzłach

1
2

3

𝑛 − 1
𝑛

𝑃
𝑃′

3 × 1

𝛺 = 

𝑒=1

𝑁𝑂𝐸

𝛺𝑒 and 𝛺𝑖 ∩ 𝛺𝑗 = 0
𝑖 ≠ 𝑗

POSZUKIWANA FUNKCJA

wektor prze
− mieszczenia

𝑢 =

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧)
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Aproksymacja wewnątrz elementu skończonego o n - węzłach

𝑥 𝑦

𝑧

1

2

3

𝑛 − 1
𝑛

wektor przemieszczenia 𝑢 = 𝑁(𝜉, 𝜂, 𝜁) 𝑞 𝑒
3 × 1 3 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒 × 1

𝑃

𝑢

𝑢1

𝑣1

𝑤1

𝑢2

𝑣2

𝑤2

𝑛𝑒 = 𝑛 · 𝑛𝑝

𝑝𝑟𝑧𝑒𝑚𝑖𝑒𝑠𝑧𝑐𝑧𝑒𝑛𝑖𝑒 𝑤ę𝑧ł𝑎1 𝑤 𝑘𝑖𝑒𝑟𝑢𝑛𝑘𝑢 𝑜𝑠𝑖 𝑥

𝜉 𝜂

𝜁

𝑢𝑘ł𝑎𝑑 𝑤𝑠𝑝ół𝑟𝑧ę𝑑𝑛𝑦𝑐ℎ 𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑢

𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙𝑛𝑦 𝑢𝑘ł𝑎𝑑 𝑤𝑠𝑝ół𝑟𝑧ę𝑑𝑛𝑦𝑐ℎ

𝑛𝑒 − l. stopni swobody elementu skończ.

𝑛𝑝 − l. stopni swobody w węźle

𝑁(𝜉, 𝜂, 𝜁) − macierz funkcji kształtu
3 × 𝑛𝑒

𝑞 𝑒 =

𝑢1
𝑣1

𝑤1

⋮
𝑢𝑛

𝑣𝑛

𝑤𝑛 𝑒

𝑛𝑒 × 1

− lokalny wektor 
parametrów 

węzłowych

Ω𝑒

𝑢𝑛

𝑣𝑛

𝑤𝑛



4

Macierz funkcji kształtu elementu

𝑥 𝑦

𝑧

1

2

3

𝑛 − 1
𝑛

𝑃

𝑢

𝑢1

𝑣1

𝑤1

𝑢2

𝑣2

𝑤2

𝑤𝑛

𝑣𝑛

𝑢𝑛

𝑁(𝜉, 𝜂, 𝜁) =
𝑁1 0 0
0 𝑁1 0
0 0 𝑁1

𝑁2 0 0
0 𝑁2 0
0 0 𝑁2

…

𝑁𝑛 0 0
0 𝑁𝑛 0
0 0 𝑁𝑛

3 × 𝑛𝑒

Ω𝑒

𝑢 = 𝑁1 ∙ 𝑢1 + 𝑁2 ∙ 𝑢2 + … + 𝑁𝑛 ∙ 𝑢𝑛

𝑣 = 𝑁1 ∙ 𝑣1 + 𝑁2 ∙ 𝑣2 + … + 𝑁𝑛 ∙ 𝑣𝑛

𝑤 = 𝑁1 ∙ 𝑤1 + 𝑁2 ∙ 𝑤2 + … + 𝑁𝑛 ∙ 𝑤𝑛

Aproksymacja węzłowa:

𝑢 = 𝑁(𝜉, 𝜂, 𝜁) 𝑞 𝑒
3 × 1 3 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒 × 1

𝑞 𝑒 =

𝑢1
𝑣1

𝑤1

⋮
𝑢𝑛

𝑣𝑛

𝑤𝑛 𝑒

𝑛𝑒 × 1

𝜉 𝜂

𝜁

lokalny wektor 
parametrów 
węzłowych:

macierz 
funkcji 
kształtu:
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Przykłady elementów skończonych

6 12 8 16

𝑛𝑒 − liczba stopni swobody w elemencie skończonym

pręty

2D

3D

2, 4, 6 6

12 30 24 18 60

Typ

𝑢
𝑣

𝑤

𝑢
𝑣

𝑠ℎ𝑒𝑙𝑙

𝑢
𝑣

𝑤




24 48
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Przykład: funkcje kształtu dla elementu skończonego reprezentującego zastrzał

𝑢1

𝑢2

𝜉

𝑢(𝜉) =
𝑢2 −𝑢1

𝑙
𝜉 + 𝑢1

funkcje liniowe:

𝑞 𝑒 =
𝑢1

𝑢2 𝑒2 × 1

𝑙

𝑢

𝜉

𝑢1

𝑢2

0 𝑙

𝑢 𝜉 =
𝑢2 −𝑢1

𝑙
𝜉 + 𝑢1 =

𝑢2

𝑙
𝜉 −

𝑢1

𝑙
𝜉 + 𝑢1 = 1 −

𝜉

𝑙
𝑢1 +

𝜉

𝑙
𝑢2 =

= 𝑁1 𝜉 · 𝑢1 + 𝑁2 𝜉 · 𝑢2= 𝑁1, 𝑁2

𝑢1

𝑢2 𝑒
= 𝑁(𝜉) 𝑞 𝑒

𝑁1 𝜉 = 1 −
𝜉

𝑙
; 𝑁2 𝜉 =

𝜉

𝑙

1 × 2 2 × 1

funkcje kształtu:

przeguby
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Składowe stanu odkształcenia

odkształcenia normalne:

𝜀𝑥 = 
(𝐴′𝐵′)𝑥−𝐴𝐵

𝐴𝐵
=  

(dx+𝑢+
𝜕𝑢

𝜕𝑥
dx−𝑢)−dx

dx
= 

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜀𝑦 = 
𝜕𝑣

𝜕𝑦
; 𝜀𝑧 = 

𝜕𝑤

𝜕𝑧

odkształcenia postaciowe:

𝛾𝑥𝑦= 
𝜋

2
− 𝛽= 𝛾1+ 𝛾2

𝛾1 ≅ tan𝛾1= 
(𝐴′𝐷′)𝑥

(𝐴′𝐷′)𝑦
= 

𝑢+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
dy−𝑢

dy+𝑣+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
dy−𝑣

= 

𝜕𝑢

𝜕𝑦

1+
𝜕𝑣

𝜕𝑦

= 

𝜕𝑢

𝜕𝑦

1+𝜀𝑦
= 

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝛾2 ≅
𝜕𝑣

𝜕𝑥
→ 𝛾𝑥𝑦= 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 

𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝛾𝑦𝑧 = 
𝜕𝑣

𝜕𝑧
+ 

𝜕𝑤

𝜕𝑦
;    𝛾𝑧𝑥 = 

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 

𝜕𝑢

𝜕𝑧
;     𝛾𝑖𝑗 = 𝛾𝑗𝑖

małe odkształcenia:  𝜀𝑦 ≪ 1

u

v



𝜀 =

𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝜀𝑧

𝛾𝑥𝑦

𝛾𝑦𝑧

𝛾𝑧𝑥

= 

𝜕

𝜕𝑥
0 0

0
𝜕

𝜕𝑦
0

0 0
𝜕

𝜕𝑧
𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥
0

0
𝜕

𝜕𝑧

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
0

𝜕

𝜕𝑥

𝑢
𝑣
𝑤

= 𝑅 𝑢 ;               𝜀 = 𝑢 𝑅 𝑇
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Tensor odkształcenia. Wektor składowych odkształcenia

tensor odkształcenia:

6 × 1 6 × 3 3 × 1 1 × 6 1 × 3 3 × 6

𝜺 = 

𝜀𝑥 𝛾𝑥𝑦/2 𝛾𝑥𝑧/2

𝛾𝑦𝑥/2 𝜀𝑦 𝛾𝑦𝑧/2

𝛾𝑧𝑥/2 𝛾𝑧𝑦/2 𝜀𝑧

wektor składowych odkształcenia:

macierz gradientu

3 × 3

½𝛾𝑥𝑦

½𝛾𝑦𝑥 𝜀𝑥

𝜀𝑦

𝜀𝑥

𝜀𝑦
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Macierz odkształcenie-przemieszczenie elementu skończonego

Aproksymacja węzłowa w elemencie skończonym:

𝜀 = 𝑅 𝑢 = 𝑅 𝑁 𝑞 𝑒= 𝐵 𝑞 𝑒
6 × 1 6 × 3 3 × 1 6 × 3 3 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒 × 1 6 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒 × 1

wektor składowych odkształcenia w elemencie skończonym:

𝑢 = 𝑁(𝜉, 𝜂, 𝜁) 𝑞 𝑒
3 × 1 3 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒 × 1

𝐵 = 𝑅 𝑁 − macierz odkształcenie−przemieszczenie
6 × 𝑛𝑒 6 × 3 3 × 𝑛𝑒

Ω𝑒1
2

3

𝑛 − 1
𝑛

1 × 6 1 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒 × 6

𝜀 = 𝑞 𝑒 𝐵 𝑇
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Składowe naprężenia

naprężenia normalne:

składowe tnące:

𝜎𝑥 ; 𝜎𝑦 ; 𝜎𝑧

wartość dodatnia - rozciąganie, wartość ujemna - ściskanie

𝜏𝑥𝑦 ; 𝜏𝑦𝑧 ; 𝜏𝑧𝑥 ; 𝜏𝑖𝑗 = 𝜏𝑗𝑖

naprężenie zredukowane:

𝑁𝑎𝑝𝑟ęż𝑒𝑛𝑖𝑎 𝐻𝑢𝑏𝑒𝑟𝑎 − 𝑀𝑖𝑠𝑒𝑠𝑎:

𝜎𝐸𝑄𝑉=
1

2
𝜎𝑥 − 𝜎𝑦

2
+ 𝜎𝑦 − 𝜎𝑧

2
+ 𝜎𝑧 − 𝜎𝑥

2 + 3(𝜏𝑥𝑦
2 + 𝜏𝑦𝑧

2 + 𝜏𝑧𝑥
2)

Naprężenia Treski: 𝜎𝐼𝑁𝑇 = 𝜎1 − 𝜎3= 2𝜏𝑚𝑎𝑥

najmniejsze 
naprężenie główne

maksymalne 
naprężenie styczne

najmniejsze 
naprężenie główne
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Tensor naprężenia. Wektor składowych naprężenia

Tensor naprężenia:

𝜎 =

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜎𝑧

𝜏𝑥𝑦

𝜏𝑦𝑧

𝜏𝑧𝑥

6 × 1

wektor składowych naprężenia:

𝝈 =

𝜎𝑥 𝜏𝑥𝑦 𝜏𝑥𝑧

𝜏𝑦𝑥 𝜎𝑦 𝜏𝑦𝑧

𝜏𝑧𝑥 𝜏𝑧𝑦 𝜎𝑧

≡
𝜎1 0 0
0 𝜎2 0
0 0 𝜎3

3 × 3

w układzie x, y, z w kierunkach głównych
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Macierz konstytutywna

materiał liniowy izotropowy (prawo Hooke′a):

E – moduł Younga   
𝑣 – stała Poissona

6 × 1 6 × 6 6 × 1

𝜎 = 𝐷 𝜀

macierz konstytutywna:

𝐷 = 
𝐸

(1+𝜈)(1−2𝜈)

1 − 𝑣
𝑣
𝑣
0
0
0

𝑣
1 − 𝑣

𝑣
0
0
0

𝑣
𝑣

1 − 𝑣
0
0
0

0
0
0

0.5 − 𝑣
0
0

0
0
0
0

0.5 − 𝑣
0

0
0
0
0
0

0.5 − 𝑣

6 × 6
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Przykład: próba rozciągania

𝜎𝑥

0
0
0
0
0

= 
𝐸

(1+𝜈)(1−2𝜈)

1 − 𝑣
𝑣
𝑣
0
0
0

𝑣
1 − 𝑣

𝑣
0
0
0

𝑣
𝑣

1 − 𝑣
0
0
0

0
0
0

0.5 − 𝑣
0
0

0
0
0
0

0.5 − 𝑣
0

0
0
0
0
0

0.5 − 𝑣

𝜀𝑥

𝜀𝑇
𝜀𝑇

0
0
0

6 × 1 6 × 6 6 × 1

𝜎 = 𝐷 𝜀

𝜎𝑥 = 
𝐹

𝐴0
;   𝜀𝑥 =

𝐿−𝐿0

𝐿0
; 𝜀𝑦 = 𝜀𝑧 = 𝜀𝑇

z 2 r-nia: 0 = 
𝐸

(1+𝜈)(1−2𝜈)
(𝑣𝜀𝑥+ (1 − 𝑣)𝜀𝑇+ 𝑣𝜀𝑇)    → 𝜀𝑇 = − 𝑣𝜀𝑥

𝜎𝑥 = 
𝐸

(1+𝜈)(1−2𝜈)
((1 − 𝑣)𝜀𝑥+ 𝑣𝜀𝑇+ 𝑣𝜀𝑇) = 

𝐸

(1−𝜈−2𝑣2)
((1 − 𝑣)𝜀𝑥 − 𝑣2𝜀𝑥 − 𝑣2𝜀𝑥)  → 𝜎𝑥 = 𝐸𝜀𝑥

𝜎𝑥

𝜀𝑥

𝑈 =
1

2
𝜎𝑥 𝜀𝑥 𝐴0 L0energia odkszt. spr. :

z 1 r-nia :
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Przykład: czyste ścinanie

0
0
0

𝜏𝑥𝑦

0
0

= 
𝐸

(1+𝜈)(1−2𝜈)

1 − 𝑣
𝑣
𝑣
0
0
0

𝑣
1 − 𝑣

𝑣
0
0
0

𝑣
𝑣

1 − 𝑣
0
0
0

0
0
0

0.5 − 𝑣
0
0

0
0
0
0

0.5 − 𝑣
0

0
0
0
0
0

0.5 − 𝑣

0
0
0

𝛾𝑥𝑦

0
0

6 × 1 6 × 6 6 × 1

𝜎 = 𝐷 𝜀

𝜏𝑥𝑦 ; 𝛾𝑥𝑦

z 4 r-nia :

𝜏𝑥𝑦 =
𝐸

(1+𝜈)(1−2𝜈)
(0.5 − 𝑣)𝛾𝑥𝑦 =  

𝐸

2(1+𝜈)(0.5−𝜈)
(0.5 − 𝑣)𝛾𝑥𝑦 =

𝐸

2(1+𝜈)
𝛾𝑥𝑦 →

𝜏𝑥𝑦 = G 𝛾𝑥𝑦 G =
𝐸

2(1+𝜈)
– moduł Kirchhoff’a

𝜏𝑥𝑦

𝛾𝑥𝑦
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Energia odkształcenia sprężystego. Energia potencjalna obciążenia

brzeg 𝛤
obszar 𝛺

𝑥 𝑦

𝑧

brzeg 𝛤𝑝

brzeg 𝛤𝑢 (u = u0)

𝑃
𝑃′

przemieszczenie 𝑢
3 × 1

energia odkształcenia sprężystego:

𝑈 =
1

2
 𝜀 𝜎 d𝛺
𝛺 1 × 6 6 ×1

energia potencjalna obciążenia:

𝑊 =  𝑋 𝑢 d𝛺 +  𝑝 𝑢 d𝛤𝑝
𝛺 1 × 3 3 × 1 𝛤𝑝 1 × 3 3 × 1

CIAŁO LINIOWO SPRĘŻYSTE

1 × 3

obciążenie powierzchniowe

𝑝 = 𝑝𝑥, 𝑝𝑦, 𝑝𝑧

siły masowe 𝑋 = 𝑋, 𝑌, 𝑍
1 × 3
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Zasada minimum całkowitej energii potencjalnej

brzeg 𝛤
obszar 𝛺

𝑥 𝑦

𝑧
brzeg 𝛤𝑝

brzeg 𝛤𝑢 (u = u0)

siły masowe 𝑋 = 𝑋, 𝑌, 𝑍
1 × 3

𝑃
𝑃′przemieszczenie 𝑢

3 × 1

𝑉 → min

Pole przemieszczeń 𝑢 będące rozwiązaniem zadania spełnia warunek
przemieszczenia na brzegu 𝛤𝑢 i minimalizuje całkowitą energię potencjalną V.

całkowita energia potencjalna: 𝑉 = 𝑈 − W

1 × 3

obciążenie powierzchniowe

𝑝 = 𝑝𝑥, 𝑝𝑦, 𝑝𝑧
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Energia sprężysta elementu. Lokalna macierz sztywności

𝛺𝑒

1
2

3

𝑛 − 1
𝑛

𝑈𝑒 =
1

2
 𝜀 𝜎 d𝛺𝑒 =

1

2
𝑞 𝑒  𝐵 𝑇 𝐷 𝐵 d𝛺𝑒 𝑞 𝑒 =

1

2
𝑞 𝑒 𝑘 𝑒 𝑞 𝑒

𝛺𝑒 1 × 6 6 × 1 1 × 𝑛𝑒 𝛺𝑒 𝑛𝑒 × 6 6 × 6 6 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒 × 1 1 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒 × 1

𝑞 𝑒 - lokalny wektor parametrów węzłowych
𝑛𝑒 × 1

energia sprężysta elementu:

𝜀 = 𝐵 𝑞 𝑒
6 × 1 6 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒 × 1

6 × 1 6 × 6 6 × 1

𝜎 = 𝐷 𝜀

𝜀 = 𝑞 𝑒 𝐵 𝑇

1 × 6 1 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒 × 6

𝑙𝑜𝑘𝑎𝑙𝑛𝑎 𝑚𝑎𝑐𝑖𝑒𝑟𝑧 𝑠𝑧𝑡𝑦𝑤𝑛𝑜ś𝑐𝑖:

𝑘 𝑒 =  𝐵 𝑇 𝐷 𝐵 d𝛺𝑒
𝑛𝑒 × 𝑛𝑒 𝛺𝑒 𝑛𝑒 × 6 6 × 6 6 × 𝑛𝑒
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Energia sprężysta elementu

𝑞 - globalny wektor param. węzłowych
𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1

𝑞 𝑒 - lokalny wektor param. węzłowych
𝑛𝑒 × 1

1
2

3

𝑛 − 1
𝑛

notacja lokalna:

𝑖
𝑖 + 1

𝑖 + 2

𝑖 + 𝑛 − 2
𝑖 + 𝑛 − 1

notacja globalna:

𝑈𝑒 =
1

2
𝑞 𝑒 𝑘 𝑒 𝑞 𝑒

1 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒 × 1

𝑈𝑒 =
1

2
∙ 𝑞 ∙ 𝑘 𝑒

∗ ∙ 𝑞
1 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1

rozszerzona macierz sztywności elem.

NON – liczba węzłów
𝑛𝑝 – liczba param. w węźle

𝛺𝑒

liczba parametrów węzłowych w el.:
𝑛𝑒 = 𝑛 · 𝑛𝑝

𝛺𝑒

lokalna macierz sztywności

liczba stopni swobody elementu:  
NDOF  = NON ∙ 𝑛𝑝

n – liczba węzłów w el.
𝑛𝑝 – liczba. param. węzłowych w węźle.



1 2 … j−1 j j+1 … j+n e−1 j+n e … NDOF

1 0 0 … 0 0 0 … 0 0 … 0

2 0 0 … 0 0 0 … 0 0 … 0

… … … … 0 0 0 … 0 0 … 0

j−1 0 0 0 0 0 0 … 0 0 … 0

j 0 0 0 0 … 0 … 0

j+1 0 0 0 0 … 0 … 0

… … … … … … … … … 0 … 0

j+n e−1 0 0 0 0 … 0 … 0

j+n e 0 0 0 0 0 0 0 0 0 … 0

… … … … … … … … … … … 0

NDOF 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Rozszerzona lokalna macierz sztywności elementu

𝒊

𝒊 + 𝒏 − 𝟏

𝑢𝑖+𝑛−1

= 𝑞𝑗+𝑛𝑒−3

𝑣𝑖+𝑛−1

= 𝑞𝑗+𝑛𝑒−2

𝑤𝑖+𝑛−1 = 𝑞𝑗+𝑛𝑒−1

𝑥 𝑦

𝑧

𝑢𝑖= 𝑞𝑗

𝑣𝑖 = 𝑞𝑗+1

𝑤𝑖 = 𝑞𝑗+2

𝛺𝑒

𝑘 𝑒
∗ =

𝑞 =

𝑞1

𝑞2

⋮
𝑞𝑗

⋮
𝑞𝑁𝐷𝑂𝐹

𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1

𝑘11 𝑘12 𝑘1𝑛𝑒

𝑘21 𝑘22 𝑘2𝑛𝑒

𝑘𝑛𝑒1 𝑘𝑛𝑒2 𝑘𝑛𝑒𝑛𝑒

(założono, że numery węzłów w elemencie kolejno następują po sobie)
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Energia sprężysta w modelu MES. Globalna macierz sztywności

𝛺𝑒

𝑞 - globalny wektor param. węzłowych
𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1

NOE – liczba elementów
NDOF – liczba stopni swobody

𝑈 = 

𝑒=1

𝑁𝑂𝐸

𝑈𝑒

energia sprężysta w modelu MES:

𝛺 = 

𝑒=1

𝑁𝑂𝐸

𝛺𝑒 →

𝛺

𝑈 = 

𝑒=1

𝑁𝑂𝐸

𝑈𝑒 = 

𝑒=1

𝑁𝑂𝐸
1

2
∙ 𝑞 ∙ 𝑘 𝑒

∗ ∙ 𝑞 =
1

2
𝑞 ∙ 

𝑒=1

𝑁𝑂𝐸

𝑘 𝑒
∗ ∙ 𝑞 =

=
1

2
∙ 𝑞 ∙ 𝐾 ∙ 𝑞

1 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1 1 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1

1 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1

globalna macierz sztywności: 𝐾 = 

𝑒=1

𝑁𝑂𝐸

𝑘 𝑒
∗

𝑁𝐷𝑂𝐹 × 𝑁𝐷𝑂𝐹
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Przykład: globalna macierz sztywności modelu 2D
o dwóch 3-węzłowych trójkątach

NOE = 2
NON = 4
𝑛 = 3
𝑛𝑝 = 2        ;       (𝑢, 𝑣)

𝑛𝑒 = 𝑛 ∙ 𝑛𝑝= 6

NDOF = NON ∙ 𝑛𝑝= 8

𝛺1

𝛺2

4

1

2

3

𝑞 =

𝑞1

𝑞2
𝑞3

𝑞4

𝑞5

𝑞6

𝑞7

𝑞8

=

𝑢1

𝑣1
𝑢2

𝑣2

𝑢3

𝑣3

𝑢4

𝑣4

8 × 1

𝑞 1 =

𝑞1

𝑞2

𝑞3
𝑞4

𝑞5

𝑞6 1

=

𝑢1

𝑣1

𝑢2
𝑣2

𝑢3

𝑣3 1

6 × 1

𝑥

𝑦

𝑢1

𝑣1

𝑢2

𝑣2

𝑢3

𝑣3 𝑢4

𝑣4

notacja lokalna:

notacja globalna:

1

2

3

𝑞1

𝑞2

𝑞3

𝑞4

𝑞5

𝑞6

𝑞 2 =

𝑞1

𝑞2

𝑞3
𝑞4

𝑞5

𝑞6 2

=

𝑢2

𝑣2

𝑢3
𝑣3

𝑢4

𝑣4 2

6 × 1

1

2 3

𝑞1

𝑞2

𝑞3

𝑞4
𝑞5

𝑞6

𝛺1

𝛺2



1 2 3 4 5 6 7 8

1 a 1 b 1 c 1 d 1 e 1 f 1 0 0

2 b 1 g 1 h 1 i 1 j 1 k 1 0 0

3 c 1 h 1 l 1 m 1 n 1 o 1 0 0

4 d 1 i 1 m 1 p 1 r 1 s 1 0 0

5 e 1 j 1 n 1 r 1 t 1 u 1 0 0

6 f 1 k 1 o 1 s 1 u 1 w 1 0 0

7 0 0 0 0 0 0 0 0

8 0 0 0 0 0 0 0 0

1 2 3 4 5 6

1 a 1 b 1 c 1 d 1 e 1 f 1

2 b 1 g 1 h 1 i 1 j 1 k 1

3 c 1 h 1 l 1 m 1 n 1 o 1

4 d 1 i 1 m 1 p 1 r 1 s 1

5 e 1 j 1 n 1 r 1 t 1 u 1

6 f 1 k 1 o 1 s 1 u 1 w 1

22

𝑥

𝑦
element 1:

1

2

3

𝑞1

𝑞2

𝑞3

𝑞4

𝑞5

𝑞6

𝛺1

𝑞 =

𝑢1

𝑣1
𝑢2

𝑣2

𝑢3

𝑣3

𝑢4

𝑣4

8 × 1

𝑘 1 =
6 × 6

𝑘 1
∗ =

8 × 8

𝑞 1 =

𝑞1

𝑞2

𝑞3
𝑞4

𝑞5

𝑞6 1

=

𝑢1

𝑣1

𝑢2
𝑣2

𝑢3

𝑣3 1

6 × 1

Przykład: globalna macierz sztywności modelu 2D
złożonego z dwóch 3-węzłowych trójkątów



1 2 3 4 5 6 7 8

1 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0 0 0

3 0 0 a 2 b 2 c 2 d 2 e 2 f 2

4 0 0 b 2 g 2 h 2 i 2 j 2 k 2

5 0 0 c 2 h 2 l 2 m 2 n 2 o 2

6 0 0 d 2 i 2 m 2 p 2 r 2 s 2

7 0 0 e 2 j 2 n 2 r 2 t 2 u 2

8 0 0 f 2 k 2 o 2 s 2 u 2 w 2

1 2 3 4 5 6

1 a 2 b 2 c 2 d 2 e 2 f 2

2 b 2 g 2 h 2 i 2 j 2 k 2

3 c 2 h 2 l 2 m 2 n 2 o 2

4 d 2 i 2 m 2 p 2 r 2 s 2

5 e 2 j 2 n 2 r 2 t 2 u 2

6 f 2 k 2 o 2 s 2 u 2 w 2

23

𝑥

𝑦

element 2:

𝑞 =

𝑢1

𝑣1
𝑢2

𝑣2

𝑢3

𝑣3

𝑢4

𝑣4

8 × 1

1

2 3

𝑞1

𝑞2

𝑞3

𝑞4
𝑞5

𝑞6

𝛺2

𝑘 2 =
6 × 6

𝑘 2
∗ =

8 × 8

𝑞 2 =

𝑞1

𝑞2

𝑞3
𝑞4

𝑞5

𝑞6 2

=

𝑢2

𝑣2

𝑢3
𝑣3

𝑢4

𝑣4 2

6 × 1

Przykład: globalna macierz sztywności modelu 2D
złożonego z dwóch 3-węzłowych trójkątów
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𝑞 =

𝑢1

𝑣1
𝑢2

𝑣2

𝑢3

𝑣3

𝑢4

𝑣4

8 × 1

1 2 3 4 5 6 7 8

1 a 1 b 1 c 1 d 1 e 1 f 1 0 0

2 b 1 g 1 h 1 i 1 j 1 k 1 0 0

3 c 1 h 1 l 1 + a 2 m 1 + b 2 n 1 + c 2 o 1 + d 2 e 2 f 2

4 d 1 i 1 m 1 + b 2 p 1 + g 2 r 1 + h 2 s 1 + i 2 j 2 k 2

5 e 1 j 1 n 1 + c 2 r 1 + h 2 t 1 + l 2 u 1 + m 2 n 2 o 2

6 f 1 k 1 o 1 + d 2 t 1 + l 2 u 1 + m 2 w 1 + p 2 r 2 s 2

7 0 0 e 2 j 2 n 2 r 2 t 2 u 2

8 0 0 f 2 k 2 o 2 s 2 u 2 w 2

𝛺1

𝛺2

4

1

2

3

𝑥
𝑦

𝑢1

𝑣1

𝑢2

𝑣2

𝑢3

𝑣3 𝑢4

𝑣4

𝐾 = 𝑘 1
∗ + 𝑘 2

∗ =
8 × 8 8 × 8 8 × 8

Przykład: globalna macierz sztywności modelu 2D
złożonego z dwóch 3-węzłowych trójkątów
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Energia potencjalna obciążenia w elemencie skończonym

1
2

3

𝑛 − 1

𝑛

𝑞 𝑒 - lokalny wektor param. węzłowych
𝑛𝑒 × 1

Energia potencjalna obciążenia
w elemencie skończonym:

brzeg 𝛤𝑝𝑒

𝑝 = 𝑝𝑥, 𝑝𝑦 , 𝑝𝑧

𝑋 = 𝑋, 𝑌, 𝑍

𝛺𝑒

𝑊𝑒 =  𝑋 𝑢 d𝛺𝑒 +  𝑝 𝑢 d𝛤𝑝𝑒 =  𝑋 𝑁 𝑞 𝑒 d𝛺𝑒 +  𝑝 𝑁 𝑞 𝑒 d𝛤𝑝𝑒 =
𝛺𝑒 1 × 3 3 × 1 𝛤𝑝𝑒 1 × 3 3 × 1 𝛺𝑒 1 × 3 3 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒× 1 𝛤𝑝𝑒 1 × 3 3 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒× 1

= ) 𝑋 𝑁 d𝛺𝑒 +  𝑝 𝑁 d𝛤𝑝𝑒) 𝑞 𝑒 = ( 𝐹𝑋
𝑒 + 𝐹𝑝

𝑒) 𝑞 𝑒 = 𝐹 𝑒 𝑞 𝑒
𝛺𝑒 1 × 3 3 × 𝑛𝑒 𝛤𝑝𝑒 1 × 3 3 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒× 1 1 × 𝑛𝑒 1 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒× 1 1 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒× 1

𝐹 𝑒 = 𝐹𝑋
𝑒 + 𝐹𝑝

𝑒
1 × 𝑛𝑒 1 × 𝑛𝑒 1 × 𝑛𝑒

równoważny wektor obciążenia:

𝑢 = 𝑁 𝑞 𝑒
3 × 1 3 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒 × 1



Równoważny wektor obciążenia

𝐹 𝑒 = 𝐹𝑋
𝑒 + 𝐹𝑝

𝑒
1 × 𝑛𝑒 1 × 𝑛𝑒 1 × 𝑛𝑒

równoważny wektor obciążenia od sił masowych:

𝐹𝑋
𝑒 =  𝑋 𝑁 d𝛺𝑒 =

=  𝑋, 𝑌, 𝑍
𝑁1 0 0
0 𝑁1 0
0 0 𝑁1

𝑁2 0 0
0 𝑁2 0
0 0 𝑁2

…

𝑁𝑛 0 0
0 𝑁𝑛 0
0 0 𝑁𝑛

d𝛺𝑒

1 × 𝑛𝑒 𝛺𝑒 1 × 3 3 × 𝑛𝑒

𝛺𝑒

równoważny wektor obciążenia od obciążenia powierzchniowego:

𝐹𝑝
𝑒 =  𝑝 𝑁 d𝛤𝑝𝑒 =

=  𝑝𝑥 , 𝑝𝑦, 𝑝𝑧

𝑁1 0 0
0 𝑁1 0
0 0 𝑁1

𝑁2 0 0
0 𝑁2 0
0 0 𝑁2

…

𝑁𝑛 0 0
0 𝑁𝑛 0
0 0 𝑁𝑛

d𝛤𝑝𝑒

1 × 𝑛𝑒 𝛤𝑝𝑒 1 × 3 3 × 𝑛𝑒

𝛤𝑝𝑒

26
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Energia potencjalna obciążenia w elemencie skończonym

𝑞 - globalny wektor param. węzłowych
𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1

𝑞 𝑒 - lokalny wektor param. węzłowych
𝑛𝑒 × 1

1
2

3

𝑛 − 1
𝑛

notacja lokalna:

𝑖
𝑖 + 1

𝑖 + 2

𝑖 + 𝑛 − 2
𝑖 + 𝑛 −1

notacja globalna:

𝑊𝑒 = 𝑞 𝑒 𝐹 𝑒
1 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒 × 1

rozszerzony równoważny wektor obc.

𝛺𝑒𝛺𝑒

równoważny wektor obciążenia

𝑊𝑒 = 𝑞 ∙ 𝐹 𝑒
∗

1 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1

liczba parametrów węzłowych w el.:
𝑛𝑒 = 𝑛 · 𝑛𝑝

n – liczba węzłów w el.
𝑛𝑝 – liczba. param. węzłowych w węźle.

NON – liczba węzłów
𝑛𝑝 – liczba param. w węźle

liczba stopni swobody elementu:  
NDOF  = NON ∙ 𝑛𝑝
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Rozszerzony równoważny wektor obciążenia elementu skończonego

𝑖

𝑖 + 𝑛 − 1

𝐹(𝑛𝑒−2)𝑒

𝐹(𝑛𝑒−1)𝑒

𝐹𝑛𝑒𝑒

𝑥 𝑦

𝑧

𝐹1𝑒

𝐹2𝑒

𝐹3𝑒

𝛺𝑒

𝐹 𝑒 =

𝐹1𝑒

𝐹2𝑒

𝐹3𝑒

…
𝐹(𝑛𝑒−2)𝑒

𝐹(𝑛𝑒−1)𝑒

𝐹𝑛𝑒𝑒

𝑛𝑒 × 1

𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1

𝐹 𝑒
∗ =

0
0
…
0

𝐹1𝑒

𝐹2𝑒

…
𝐹𝑛𝑒𝑒

0
…
0

1

2

𝑗 − 1

𝑗

𝑗 + 1

𝑗 + 𝑛𝑒 − 1

𝑁𝐷𝑂𝐹

𝑗 + 𝑛𝑒

rozszerzony równoważny
wektor obciążęnia:

równoważny wektor
obciążenia elementu:

(założono, że numery węzłów
w elemencie kolejno następują
po sobie)
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Siły przykładane bezpośrednio na węzły.
Energia potencjalna obciążeń węzłowych

𝑥 𝑦

𝑧

𝐹 𝑛 =

𝐹1
𝑛

𝐹2
𝑛

𝐹3
𝑛

…
𝐹𝑁𝐷𝑂𝐹−2

𝑛

𝐹𝑁𝐷𝑂𝐹−1
𝑛

𝐹𝑁𝐷𝑂𝐹
𝑛

𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1

energia potencjalna
obciążeń węzłowych:

wektor obciążeń węzłowych:

𝛺

𝐹1
𝑛

1

𝐹𝑁𝐷𝑂𝐹
𝑛

𝐹2
𝑛

𝐹3
𝑛

𝐹𝑁𝐷𝑂𝐹−1
𝑛

𝐹𝑁𝐷𝑂𝐹−2
𝑛

𝑁𝐷𝑂𝐹

𝑊𝑛 = 𝑞 ∙ 𝐹 𝑛

1 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1
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Energia potencjalna obciążenia w modelu MES.
Globalny wektor obciążenia

𝛺𝑒

NOE – l. elementów
NDOF – l. stopni swobody

𝑊𝑒 = 

𝑒=1

𝑁𝑂𝐸

𝑊𝑒

energia potencjalna obciążenia w modelu MES:

𝛺 = 

𝑒=1

𝑁𝑂𝐸

𝛺𝑒 →

𝛺

= 𝑞 ∙ ( 𝐹 𝑒 + 𝐹 𝑛 ) → 𝑊 = 𝑞 ∙ 𝐹
1 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1 1 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1

energia potencjalna obciążeń elementów:

𝑊 = 

𝑒=1

𝑁𝑂𝐸

𝑊𝑒 + 𝑊𝑛 = 

𝑒=1

𝑁𝑂𝐸

𝑞 ∙ 𝐹 𝑒
∗ + 𝑞 ∙ 𝐹 𝑛 = 𝑞 ∙ ( 

𝑒=1

𝑁𝑂𝐸

𝐹 𝑒
∗ + 𝐹 𝑛)

1 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1 1 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1 1 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1

𝑊 = 𝑊𝑒 + 𝑊𝑛

globalny wektor
obciążenia:

𝐹 = 𝐹 𝑒 + 𝐹 𝑛

𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1

globalny wektor
obciążeń elementów

energia potencjalna 
obciążeń węzłowych

wektor obciążeń
węzłowych
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Całkowita energia potencjalna w modelu MES.
Układ równań liniowych

NOE – liczba elementów
NDOF – liczba stopni swobody

𝛺

Całkowita energia potencjalna modelu:

𝑢𝑘ł𝑎𝑑 𝑟ó𝑤𝑛𝑎ń 𝑎𝑙𝑔𝑒𝑏𝑟𝑎𝑖𝑐𝑧𝑛𝑦𝑐ℎ 𝑙𝑖𝑛𝑖𝑜𝑤𝑦𝑐ℎ

𝑉 → min

𝑉 = 𝑈 − W =
1

2
∙ 𝑞 ∙ 𝐾 ∙ 𝑞 − 𝑞 ∙ 𝐹

1 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1 1 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1

𝑞 = ?
𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1

𝜕𝑉

𝜕𝑞𝑗
= 0 → 𝐾 ∙ 𝑞 = 𝐹

𝑁𝐷𝑂𝐹 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1 𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1

det ( 𝐾 ) = 0
𝑁𝐷𝑂𝐹 × 𝑁𝐷𝑂𝐹
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Układ równań MES z warunkami brzegowymi

NDOF – liczba stopni swobody

𝑙𝑖𝑛𝑖𝑜𝑤𝑦 𝑢𝑘ł𝑎𝑑 𝑟ó𝑤𝑛𝑎ń 𝑎𝑙𝑔𝑒𝑏𝑟𝑎𝑖𝑐𝑧𝑛𝑦𝑐ℎ 𝑧 𝑤𝑎𝑟𝑢𝑛𝑘𝑎𝑚𝑖 𝑏𝑟𝑧𝑒𝑔𝑜𝑤𝑦𝑚𝑖

𝑞 → 𝑞 ;
𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1 𝑁 × 1

𝐾 ∙ 𝑞 = 𝐹
𝑁 × 𝑁 𝑁 × 1 𝑁 × 1

𝐾 → 𝐾 ;
𝑁𝐷𝑂𝐹 × 𝑁𝐷𝑂𝐹 𝑁 × 𝑁

𝑥 𝑦

𝑧

boundary 𝛤𝑢 (u = u0)

𝑢
3 × 1

Pole przemieszczeń 𝑢 które przedstawia rozwiązanie problemu spełnia
przemieszczeniowe warunki brzegowe na 𝜞𝒖 i minimalizuje całkowitą energię
potencjalną V.

𝛺
𝐹 → 𝐹

𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1 𝑁 × 1

NOF  – liczba znanych stopni swobody na 𝛤𝑢

N – liczba nieznanych stopni swobody:

N = NDOF –NOF 

det ( 𝐾 ) ≠ 0
𝑁 × 𝑁
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Przykład. Warunki brzegowe w zadaniu 2D.
Model MES złożony z dwóch 3-węzłowych trójkątów

1 2 3 4 5 6 7 8

1 a 1 b 1 c 1 d 1 e 1 f 1 0 0

2 b 1 g 1 h 1 i 1 j 1 k 1 0 0

3 c 1 h 1 l 1 + a 2 m 1 + b 2 n 1 + c 2 o 1 + d 2 e 2 f 2

4 d 1 i 1 m 1 + b 2 p 1 + g 2 r 1 + h 2 s 1 + i 2 j 2 k 2

5 e 1 j 1 n 1 + c 2 r 1 + h 2 t 1 + l 2 u 1 + m 2 n 2 o 2

6 f 1 k 1 o 1 + d 2 t 1 + l 2 u 1 + m 2 w 1 + p 2 r 2 s 2

7 0 0 e 2 j 2 n 2 r 2 t 2 u 2

8 0 0 f 2 k 2 o 2 s 2 u 2 w 2

𝛺1

𝛺2

4

1

2

3

𝑥
𝑦

𝑢1=0

𝑣1=0

𝑢2

𝑣2=0

𝑢3

𝑣3 𝑢4

𝑣4

𝑢1 = 0
𝑣1 = 0

𝑢2

𝑣2 = 0
𝑢3

𝑣3

𝑢4

𝑣4

=

𝐹1

𝐹2

𝐹3

𝐹4

𝐹5

𝐹6

𝐹7

𝐹8

𝐾 ∙ 𝑞 = 𝐹
8 × 8 8 × 1 8 × 1

NDOF = 8
𝛺1

𝛺2

4

1

2

3

𝑥
𝑦

𝐹1

𝐹2

𝐹3

𝐹4

𝐹5

𝐹6 𝐹7

𝐹8

NOF = 3   
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1 2 3 4 5 6 7 8

1 a 1 b 1 c 1 d 1 e 1 f 1 0 0

2 b 1 g 1 h 1 i 1 j 1 k 1 0 0

3 c 1 h 1 l 1 + a 2 m 1 + b 2 n 1 + c 2 o 1 + d 2 e 2 f 2

4 d 1 i 1 m 1 + b 2 p 1 + g 2 r 1 + h 2 s 1 + i 2 j 2 k 2

5 e 1 j 1 n 1 + c 2 r 1 + h 2 t 1 + l 2 u 1 + m 2 n 2 o 2

6 f 1 k 1 o 1 + d 2 t 1 + l 2 u 1 + m 2 w 1 + p 2 r 2 s 2

7 0 0 e 2 j 2 n 2 r 2 t 2 u 2

8 0 0 f 2 k 2 o 2 s 2 u 2 w 2

𝛺1

𝛺2

4

1

2

3

𝑥
𝑦

𝑢1=0

𝑣1=0

𝑢2

𝑣2=0

𝑢3

𝑣3 𝑢4

𝑣4

𝑢1 = 0
𝑣1 = 0

𝑢2

𝑣2 = 0
𝑢3

𝑣3

𝑢4

𝑣4

=

𝐹1

𝐹2

𝐹3

𝐹4

𝐹5

𝐹6

𝐹7

𝐹8

𝐾 ∙ 𝑞 = 𝐹
8 × 8 8 × 1 8 × 1

Przykład. Warunki brzegowe w zadaniu 2D.
Model MES złożony z dwóch 3-węzłowych trójkątów
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l 1 + a 2 n 1 + c 2 o 1 + d 2 e 2 f 2

n 1 + c 2 t 1 + l 2 u 1 + m 2 n 2 o 2

o 1 + d 2 u 1 + m 2 w 1 + p 2 r 2 s 2

e 2 n 2 r 2 t 2 u 2

f 2 o 2 s 2 u 2 w 2

𝛺1

𝛺2

4

1

2

3

𝑥
𝑦

𝑢1=0

𝑣1=0

𝑢2

𝑣2=0

𝑢3

𝑣3 𝑢4

𝑣4

𝐾 ∙ 𝑞 = 𝐹
5 × 5 5 × 1 5 × 1

𝑢2

𝑢3

𝑣3

𝑢4

𝑣4

=

𝐹3

𝐹5

𝐹6

𝐹7

𝐹8

N = 8 − 3 = 5  

𝛺1

𝛺2

4

1

2

3

𝑥
𝑦

𝐹1

𝐹2

𝐹3

𝐹4

𝐹5

𝐹6 𝐹7

𝐹8

𝑙𝑖𝑛𝑖𝑜𝑤𝑦 𝑢𝑘ł𝑎𝑑 𝑟ó𝑤𝑛𝑎ń 𝑎𝑙𝑔𝑒𝑏𝑟𝑎𝑖𝑐𝑧𝑛𝑦𝑐ℎ 𝑧 𝑤𝑎𝑟𝑢𝑛𝑘𝑎𝑚𝑖 𝑏𝑟𝑧𝑒𝑔𝑜𝑤𝑦𝑚𝑖

Przykład. Warunki brzegowe w zadaniu 2D.
Model MES złożony z dwóch 3-węzłowych trójkątów
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Rozwiązanie układu równań MES z warunkami brzegowymi

𝑤𝑦𝑛𝑖𝑘𝑖 𝑤 𝑤ę𝑧ł𝑎𝑐ℎ:

𝑞 = 𝐾 −1 𝐹
𝑁 × 1 𝑁 × 𝑁 𝑁 × 1

𝐾 ∙ 𝑞 = 𝐹 → →
𝑁 × 𝑁 𝑁 × 1 𝑁 × 1

det ( 𝐾 ) ≠ 0
𝑁 × 𝑁

𝑞
𝑁𝐷𝑂𝐹 × 1

𝑤𝑦𝑛𝑖𝑘𝑖 𝑤 𝑒𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑐ℎ (𝐸𝑆):

𝑅𝑜𝑧𝑤𝑖ą𝑧𝑎𝑛𝑖𝑎 𝑤ę𝑧ł𝑜𝑤𝑒 𝑁𝑆 :

𝜀 = 𝐵 𝑞 𝑒 ;
6 × 1 6 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒 × 1 6 × 1 6 × 6 6 × 1 6 × 6 6 × 𝑛𝑒 𝑛𝑒 × 1

𝜎 = 𝐷 𝜀 = 𝐷 𝐵 𝑞 𝑒

odkształcenia w elemencie skończonym naprężenie w elemencie skończonym

(𝑁𝑆)𝑖=
σ𝑒=1

𝑘 (𝐸𝑆)𝑒𝑖

𝑘

(𝐸𝑆)𝑒𝑖 −wynik elementu 𝑒 𝑤 𝑤ęźle (𝑖)

(𝑁𝑆)𝑖 −uśrednione wyniki węzłowe w węźle (𝑖)

𝑘 − liczba elementów 𝑠ą𝑠𝑖𝑎𝑑𝑢𝑗ą𝑐𝑦𝑐ℎ 𝑧 𝑤ę𝑧ł𝑒𝑚 (𝑖)
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1 2 3 4 5 6 7 8

1 a 1 b 1 c 1 d 1 e 1 f 1 0 0

2 b 1 g 1 h 1 i 1 j 1 k 1 0 0

3 c 1 h 1 l 1 + a 2 m 1 + b 2 n 1 + c 2 o 1 + d 2 e 2 f 2

4 d 1 i 1 m 1 + b 2 p 1 + g 2 r 1 + h 2 s 1 + i 2 j 2 k 2

5 e 1 j 1 n 1 + c 2 r 1 + h 2 t 1 + l 2 u 1 + m 2 n 2 o 2

6 f 1 k 1 o 1 + d 2 t 1 + l 2 u 1 + m 2 w 1 + p 2 r 2 s 2

7 0 0 e 2 j 2 n 2 r 2 t 2 u 2

8 0 0 f 2 k 2 o 2 s 2 u 2 w 2

𝑢1 = 0
𝑣1 = 0

𝑢2

𝑣2 = 0
𝑢3

𝑣3

𝑢4

𝑣4

=

𝐹1

𝐹2

𝐹3

𝐹4

𝐹5

𝐹6

𝐹7

𝐹8

𝐾 ∙ 𝑞 = 𝐹
8 × 8 8 × 1 8 × 1

𝛺1

𝛺2

4

1

2

3

𝑥
𝑦

𝐹1

𝐹2

𝐹3

𝐹4

𝐹5

𝐹6 𝐹7

𝐹8

𝑎1 ∙ 0 + 𝑏1 ∙ 0 + 𝑐1 ∙ 𝑢2 + 𝑑1 ∙ 0 + 𝑒1 ∙ 𝑢3 + 𝑓1 ∙ 𝑣3 + 0 ∙ 𝑢4 + 0 ∙ 𝑣4 = 𝐹1

∙ = 𝐹2 ; ∙ = 𝐹4

znane ∙ = 𝐹1

Przykład. Reakcje wyliczone w zadaniu 2D.
Model MES złożony z dwóch 3-węzłowych trójkątów
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Przykład. Rozwiązanie 𝑢(𝑥,𝑦) w zadaniu 2D.
Model MES złożony z 4-węzłowych elementów czworokątnych

𝑢𝑒 𝑥, 𝑦 − przemieszczenie w kierunku 𝑥

𝛺1

𝛺2

𝑥

𝑦

𝑢(𝑥, 𝑦)

𝛺3

𝛺4

𝑢3(𝑥, 𝑦)

𝑢1(𝑥, 𝑦)

𝑢2(𝑥, 𝑦)

𝑢4(𝑥, 𝑦)

𝑝𝑟𝑧𝑒𝑚𝑖𝑒𝑠𝑧𝑐𝑧𝑒𝑛𝑖𝑎 𝑤ę𝑧ł𝑜𝑤𝑒 𝑤 𝑘𝑖𝑒𝑟𝑢𝑛𝑘𝑢 𝑥

𝑢 = 𝑁 𝑞 𝑒
2 × 1 2 × 8 8 × 1

𝑢𝑒 = 𝑁1 0 𝑁2 0 𝑁3 0 𝑁4 0

𝑞1

𝑞2

𝑞3

𝑞4

𝑞5

𝑞6

𝑞7

𝑞8 𝑒

𝑥

𝑦
𝛺𝑒

1 2

3

𝑞1

𝑞2

𝑞3

𝑞4

𝑞5

𝑞6𝑞7

𝑞8

4
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𝐸𝑙𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛: 𝑁𝑜𝑑𝑎𝑙 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛:

𝜀𝑦𝑖
𝐴𝑉𝐸 =

𝜀𝑦1
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) + 𝜀𝑦2

(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) + 𝜀𝑦3
(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) + 𝜀𝑦4

(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)

4

𝑘 = 4

𝑥

𝑦

𝜀𝑦(𝑥, 𝑦)

𝛺1

𝛺2

𝑖 𝛺3

𝛺4

𝜀𝑦3
(𝑥, 𝑦)

𝜀𝑦1
(𝑥, 𝑦)

𝜀𝑦2
(𝑥, 𝑦)

𝜀𝑦4
(𝑥, 𝑦)

𝑖

𝜀𝑦𝑖
𝐴𝑉𝐸

Przykład. Składowe odkształcenia 𝜀𝑦(𝑥,𝑦) w zadaniu 2D.

Model MES złożony z 4-węzłowych elementów czworokątnych
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Modelowanie MES – główne kroki

Solver
typ analizy, warunki brzegowe, rozwiązanie, zbiór wynikowy

Postprocesor
liczby, wykresy, mapy konturowe, animacje

WYNIKI NUMERYCZNE

obliczenia numeryczne

Preprocesor
geometria, typy elementów, własności materiałowe, aproksymacja, dyskretyzacja

Model dyskretny

Model matematyczny
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Dokładność obliczeń MES

… …
błąd modelu 
dyskretnego

… …błąd wybranego 
modelu matematycznego

błąd obliczeń 
numerycznych

… …

… …błąd 
całkowity

rzeczywiste zjawisko

model matematyczny ciągły

Model dyskretny

WYNIK NUMERYCZNY

ROZWIĄZANIE ŚCISŁE MODELU MATEMATYCZNEGO

ROZWIĄZANIE DOKŁADNE MODELU DYSKRETNEGO

błąd całkowity = bł. wybranego modelu mat. + bł. modelu dyskretnego + bł. obliczeń numerycznych

bł. wybranego modelu mat.  bł. modelu dyskretnego  bł. obliczeń numerycznych → min
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